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RESUMO

O elemento triangular plano de seis nés, aqui apresentado para a analise de placas
e cascas laminadas, é baseado na teoria de Reissner-Mindlin. Os componentes u,
v, w do deslocamento da superficie média e os componentes ,, , da rotacéo da
normal a essa superficie sdo aproximados por polindmios quadraticos. O elemento
utiliza-se de uma modi..cacdo criteriosa na varia¢ado quadratica das deformactes de
cisalhamento transversal, decorrente da aproximacédo polinomial adotada, para se
ajustar a uma variacao linear que elimina o travamento associado a essas deformacoes
(shear locking). A possibilidade de travamento devido ao acoplamento das rigidezes
de membrana e de fexd@o nas interfaces de elementos nio coplanares (membrane
locking) € discutida e exempli..cada. A implementacdo computacional do elemento
é simples pois todas as parcelas da matriz de rigidez sdo explicitamente obtidas
e, com excecdo da parcela proveniente do cisalhamento transversal, apresentam o
mesmo padrdo algébrico. As aplicacbes numéricas mostram um bom desempenho

do elemento.






A FLAT TRIANGULAR LAMINATED
PLATE AND SHELL ELEMENT

ABSTRACT

The six-node tat triangular element, herein presented for laminated plate and shell
analysis, is based on Reissner-Mindlin theory. The mid-surface displacement com-
ponents u, v, w and the rotation components —,, , of the normal to the mid-surface
are approximated by quadratic polinomials. The quadratic variation of the trans-
verse shear strain, as a result of the adopted approximation, is modi.ed to ..t a
linear variation that avoids shear locking. The membrane locking possibility due to
the joining of the membrane and bending rigidities in the interfaces of non-coplanar
elements is discussed and exempli..ed. The membrane, bending, membrane-bending
coupling and the transverse shear parts of the sticeness matrix are explicitly ob-
tained and, with exception of the transverse shear part, have all the same algebraic
pattern, what makes simple the element for computational implementation. Numer-

ical results show the element good performance.






SUMARIO

CAPITULO 1 - INTRODUCAO

CAPITULO 2 - EQUACOES BASICAS
2.1 Campo de Deslocamentos ..........ouriiiiie it
2.2 Relacio Deformagédo-Deslocamento ............ccoiiiiiiiiiiiinnennnn.
2.3 Equactes Constitutivas ...........oiiriiieeiiiiii it

2.4 Principio dos Deslocamentos Virtuais ...............ccoviviinenninn...

CAPITULO 3 - ELEMENTO FINITO
3.1 Rigidez de Membrana ...........oiuiiiiie i
3.2 RIgIdez @ FIBXA0 .. .vut ittt ittt
3.3 Rigidez de Acoplamento Membrana-Flexdo .............................
3.4 Rigidez ao Cisalhamento Transversal ...,
35 OGraudeLiberdade [y ...cvvvvii e
3.6 Rigidez do Elemento no Sistema Local ...................ccooiiiiiii.,
3.7 Rigidez do Elemento no Sistema Global ................... ... ... .. ...

3.8 Travamento de Membrana ........ ...

CAPITULO 4 - APLICACOES NUMERICAS
4.1 Placa Laminada SIMELrica ............oeiuiiiiiiii i iennns
4.2 Placa Laminada Anti-Simétrica .............coviiiiiiiiiiiiiiiinnnn..
4.3 POFTICO ...ttt e
4.4 Painel CilindriCo . ......oiuiii e
4.5 Casca CiliNAriCa ........oiuiii e

4.6 Casca Cilindrica Laminada . ...........oeoe e e

CAPITULO 5 - CONCLUSOES

13

17
17
19
19
24

27
27
32
33
35
45
48
50
54

57
57
60
63
66
67
70

71



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 73

APENDICE A - O AST6S E AS PLACAS DE KIRCHHOFF 77



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Projetistas de estruturas em diferentes ramos da engenharia, na tentativa de atingir
uma relacdo rigidez/peso elevada, tém langado mé&o cada vez mais de estruturas
laminadas. O baixo modulo de Young do material utilizado como matriz faz o
laminado ter um baixo mddulo de cisalhamento transversal se comparado com o

modulo de Young no plano das laminas (Jones, 1999).

A importancia da deformagéo de cisalhamento transversal na fexao de placas e cas-
cas esté relacionada ndo s a espessura da estrutura, como também as propriedades
do material, ao tipo de carregamento e as condic¢des de contorno. A importancia au-
menta, por exemplo, em estruturas de material ndo isotropico com baixos modulos
de cisalhamento transversal, como é o caso dos laminados, e nas proximidades de
cargas concentradas. S&o Obvias, conseqlientemente, as vantagens de elementos ...ni-
tos que levam em consideracdo o efeito dessa deformacéo, ainda que numa primeira

aproximacado como faz a teoria de Reissner-Mindlin (Reissner, 1945; Mindlin, 1951).

A teoria de Reissner-Mindlin, guando usada com o principio dos deslocamentos vir-
tuais (Reddy, 1997), apresenta os componentes u, v, w do deslocamento da superficie
média e os componentes , _y da rotacdo da normal a essa superficie como variaweis
de campo. O método dos elementos ..nitos requer apenas continuidade C° para as
variaveis nas interfaces dos elementos usados na discretizacdo do continuo. Teorias
mais re..nadas (Reddy, 1984), no que dizem respeito a consideracdo do efeito da
deformacédo de cisalhamento transversal, incluem outras varidveis de campo além
dos componentes de deslocamento e rotacdo. E mais, essas teorias, assim como a de

Kirchhowr, requerem continuidade C* para a detex&o w nas interfaces dos elementos.

O termo que inclui o cisalhamento transversal na teoria de Reissner-Mindlin infeliz-
mente traz di..culdades numéricas. O uso da mesma aproximacao para a defexao
w e para os componentes .,  da rotacdo da normal a superficie média, o que é

desejavel para manter os nds com os mesmos graus de liberdade, resulta em elemen-
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tos com travamento (shear locking), ou seja, excessivamente rigidos, principalmente
se polindmios de baixa ordem forem utilizados e a matriz de rigidez for obtida de

maneira exata.

O travamento consiste numa ampli..cagdo parasita da rigidez em problemas em que a
deformacao de cisalhamento transversal seja desprezivel (Cook et al., 1989; Prathap,
1993; Macneal, 1994). Um elemento com travamento, quando usado no estudo de
placas isotropicas ..nas, por exemplo, pode conduzir a resultados completamente
errdneos se uma malha exageradamente re..nada nao for utilizada. Se aplicado a
placas espessas, 0 travamento ndo ocorre ou, pelo menos, ndo é severo o0 su..ciente

para deturpar os resultados dentro de uma discretizagdo ndo téo re..nada.

Varios procedimentos podem ser usados para aliviar, ou mesmo eliminar, o trava-
mento, sendo a integracao reduzida da parcela do trabalho virtual interno devido ao
cisalhamento transversal o mais conhecido (Zienkiewicz et al., 1971). Entretanto,
pode ocorrer que a integracdo ndo seja reduzida o su..ciente paraa remogao do trava-
mento ou seja reduzida em excesso, de forma a permitir a introducédo de mecanismos

espurios que venham a comprometer a e..ciéncia do elemento.

Malkus e Hughes (1978) mostram que o uso da integracéo reduzida é equivalente a
uma formulagéo mista de elementos ...nitos na qual os componentes de deslocamento,
de rotacdo e de deformacéo de cisalhamento transversal séo as variaveis de campo.
Toda a teoria ja, entao, estabelecida para a formulacéo mista (Babuska et al., 1975),
relacionada inclusive com convergéncia e estimativa de erro, passa a ser vélida para
a formulacdo com a integracdo reduzida. A equivaléncia mostra que a integracéo

ndo € apenas um artificio préatico.

Noor e Mathers (1975, 1977), Cheung e Chan (1979), Cheung et al. (1980), e
Heppler e Hansen (1986) procuram resolver o problema de travamento utilizando

interpolacdo com polindmios de ordem elevada.

O travamento é eliminado do elemento de placa por Oguamanam et al. (1998)
por meio de interpolacdes denominadas consistentes (Prathap, 1993). Devido as

diferentes ordens dos polindmios adotados na aproximacao da detex&o w e dos com-
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ponentes , , da rotagdo, os nos apresentam diferentes graus de liberdade di...cul-
tando a implementacdo computacional. Reddy (1993) utiliza esse procedimento no
desenvolvimento de um elemento de viga baseado na teoria de Timoshenko e, mais
recentemente, Koziey e Mirza (1997) no desenvolvimento de um elemento de casca

espessa.

Um outro procedimento disponivel, e que é utilizado no presente trabalho, faz uso
de uma interpolacéo criteriosa da deformacéao de cisalhamento transversal (Hughes e
Tezduyar, 1981; MacNeal, 1982; Donea e Lamain, 1987; Bathe et al., 1989; Sze et al.,
1997) que permite, igualmente a interpolacdo com polinémios de ordem elevada e a
interpolacéo consistente, a obtencdo da matriz de rigidez a partir de uma integracdo

exata do trabalho virtual interno sem risco de inclusdo de mecanismos espurios.

A procura por um bom elemento de placa/casca tem sido objeto de pesquisa desde os
primeiros trabalhos sobre 0 método dos elementos ..nitos. A palavra “bom” signi..ca
um balango entre precisdo, custo na utilizagéo, facilidade de uso e clareza da formu-
lacdo. O fator custo, por exemplo, enquanto € importante para problemas lineares, se
torna extremamente importante quando se trata de problemas ndo-lineares: nestes
problemas um resultado satisfatorio é obtido ap6s varias analises lineares. A sin-
tese estrutural é um outro caso em que varias analises, lineares ou ndo-lineares, séo

necessarias na procura de um projeto dtimo.

O elemento triangular é a escolha preferida para a geracdo automatica de malha.
Comparados aos elementos quadrilaterais, os elementos triangulares séo mais ade-
guados para 0 modelamento de regides com geometria irregular, alem de permitirem
mudanca progressiva no seu tamanho sem envolver distor¢des apreciaveis, qualidade

essencial para o uso em analise com re..namento adaptativo.

O elemento triangular de seis n6s AST6 (Assumed Strain Triangle - 6 nodes), formu-
lado por Sze et al. (1997) para o estudo da texdo de placas homogéneas e isotropicas
regidas pela teoria de Reissner-Mindlin, é promissor por varias razdes: tem geometria
triangular; tem os nds com os mesmos graus de liberdade; ndo apresenta travamento

de cisalhamento; passa nos patch tests; ndo é sensivel a distorcao; testes numeéricos

15



mostram um excelente desempenho do elemento.

Neste trabalho desenvolvemos um elemento triangular plano de seis nds para placas
e cascas laminadas regidas pela teoria de Reissner-Mindlin. Aproximamos os com-
ponentes w, , e , quadraticamente. Em seguida, modi..camos as deformagdes
de cisalhamento transversal, conforme Sze et al. (1997), para evitar o travamento
associado a essas deformagdes. Mantemos, assim, no que diz respeito a fexao, as
mesmas caracteristicas do AST6. Os componentes u e v sdo também aproximados
por polinbmios quadraticos, o que faz os n6s do elemento apresentarem 0s mesmos
graus de liberdade e resultar numa rigidez de membrana similar a do LST (Linear
Strain Triangle) de e..ciéncia comprovada (Cook et al., 1989). Quanto a parcela da
matriz de rigidez que resulta do acoplamento de rigidez de membrana com de fexao,
e cuja ocorréncia depende do esquema de laminagédo, espera-se um bom comporta-

mento pois decorre das mesmas aproximacdes quadraticas acima mencionadas.

Especi..camente na anélise de cascas, duas di..culdades ainda persistem: uma decor-
rente da coplanaridade dos elementos que chegam num n¢; a outra decorrente da
n&o coplanaridade. Tenta-se resolver a primeira di..culdade adicionando uma rigidez
arti..cial com relacdo a rotacdo normal ao plano do elemento, como sugerido por
Zienkiewicz e Taylor (1991). A segunda di..culdade, que esta associada a possibili-
dade de travamento devido ao acoplamento das rigidezes de membrana e de fexao
nas interfaces de elementos adjacentes ndo coplanares (membrane locking), é apenas
discutida e exempli..cada. O elemento desenvolvido é denominado AST6S (Assumed
Strain Triangle - 6 nodes - Shell). A matriz de rigidez é explicitamente obtida, o
elemento ¢ de facil implementacao computacional e as aplicacfes numéricas ddo boas

indicac¢Oes do desempenho do elemento.
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CAPITULO 2
EQUACOES BASICAS

As equacdes utilizadas para descrever o comportamento mecanico de uma placa
laminada, segundo a teoria de Reissner-Mindlin, sdo apresentadas neste capitulo,

expressando-se a condicdo de equilibrio pelo principio dos deslocamentos virtuais.
2.1 Campo de Deslocamentos

Seja a placa da Fig. 2.1 referida a um sistema retangular xXyz de coordenadas carte-
sianas, com o plano xy situado na superficie média, constituida por N laminas de
espessura constante e perfeitamente solidarias. Denominemos uy, Uy € U, 0S COMpo-
nentes de deslocamento nas dire¢des dos eixos coordenados de um ponto qualquer
da placa. A teoria de placas de Reissner-Mindlin (Reissner, 1945; Mindlin, 1951)
utiliza a hipotese que um segmento de reta perpendicular a superficie média da placa
indeformada, apds a deformacgdo permanece reto, ndo varia de comprimento, porém
ndo necessariamente permanece perpendicular a essa superficie. O segmento sofre
as rotagGes , e  nos planos xz e yz, respectivamente, sendo , indicada na Fig.
2.1.
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Fig. 2.1 Placa laminada.

Supondo , e _y pequenas, a hipdtese acima permite escrever

Ux(X;y;Z) = u(X;y) + 2 x(XY)
Uy (X;y;2) = V(Xy) +z (X))

U, (X;y;z) = w(x;y), (2.1)

onde u, v e w sdo os deslocamentos uy, Uy e U, na superficie média.
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2.2 Relacdes Deformacédo-Deslocamento

Para pequenos gradientes, em valor absoluto, dos componentes de deslocamento

(0 u=0x]j, j0uy=@yj, :::, << 1),

, _ Ou , — Quy » — Oy,
X Y ‘o0z
o _ Qux  Quy o _ Qux  0Qu, o _ OQu, Qu,
v~ By e =0z " o = Ty @2
Fazendo uso do campo de deslocamento (2.1),
8 S 8 - S
8 S) Qu 0
2.2 8 % 2 % B
f2g = 2 _: @—V _+z @—_y _:f2 g+zft g
= ' = § Oy § % @y § m
_°xy’ -@4—@ _@_x+@__y
o o @Xs; @y  @x
go 2 E@@_\:\(I-F_XE
foq = Xz - _ 2.3
g e s mow, 3 (2.3)
gy
com2,=0e
8 9 8 - 9
om
EXE 2, B FxEE 0 S
f2mg: 2m = -_— fg: =
=V = % Oy % = 73 % 0y %
TR S, v 2 - N -
y @x @y  @x
(2.4)

2.3 Equacbes Constitutivas

Vamos admitir que as N laminas que constituem a placa da Fig. 2.1 sejam de
material homogéneo, ortotrépico e hiperelastico linear. Para uma lamina genérica

k, mostrada em destaque na Fig. 2.2 com ..bras unidirecionais e com eixos principais
do material x;X,x3 (Reddy, 1997),

19



Fig. 2.2 Lamina com ..bras unidirecionais e eixos principais do material X1X2X3.

8 9p 2 3w 8 99
% Yy B Qu Qi 0 % 2, 2
0™ = _ w, :§ Qe Q2 O z 2% = [Qv] ™ F2,9®
= z 3
T i12 7 0 0 Qsgs T o127
8 9w 2 3w8 B
® <= 4 Qss O 5 < e ) g0 (K
fi. g = | .= .. =R (2.5)
- 23 * 0 Qu 23 7
onde
_ E: _ %pE» _ E>
Qu = 1§°° Qi2 = 1j§°0°%: Q22 = 1§°°%
Qa4 = Ggs Qs = Gai3 Qs = G12. (2.6)

A quantidade E; € o mddulo de Young na direcdo i; Gij € o moédulo de cisalhamento
no plano ij; °jj € o coe..ciente de Poisson de..nido como a razdo j 2;=2; (num ensaio
em que apenas o componente de tensdo %; € ndo nulo); e a igualdade ©,1E1 = °17E>
estabelece a dependéncia existente entre E1, E2, ©12 € ©21. A nomenclatura adotada

para Q;j € a mesma da literatura sobre placas laminadas.

O sistema X1X2X3 € obtido de xyz por uma rotacdo | do plano xy, no sentido anti-
horario, em torno do eixo z = x3. Os componentes de deformacdo nos dois sistemas

mantém as seguintes relacdes:

leg(k) — I_Tl](k) fzg(k) fo 1g(k) — [TZ](k) fog(k) (2.7)
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onde

2 3
cos? sen? | Sen i cos
sen? | cos? j senpcos
i2senpcosy 2Ssenpcosp cos? j sen’p

COSH  senyl o

)™ =4 (2.8)

iseny cosy

Para 0s correspondentes componentes de tensao,
f%g(k) — [Tl](k)T f%lg(k) i g(k) — [Tg](k)T f(',lg(k)

As equacOes constitutivas da lamina no sistema xyz podem ser obtidas de (2.5),
(2.7) e (2.9):

£_o f_ o
frg® = 0, ©fg® f g0 =0, ©fog® (2.10)
onde
2 _ _ _ 3(k)
£_ Qu Q12 Qi
= [TI0T QO[T = § Qu Qe s Z
66 626 666
2_ _ 3(k)
f_n Qss Q
0, ¥ =M™ QP MW =4 * **5 | (2.11)
45 Qu
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Os coe..cientes aij podem facilmente ser explicitados:

Qu = Qurcos* il +2 (Q12 + 2Qes) sen? i cos? | + Qzz sen*

612 = (Qu1 + Qx i 4Qgp) seN?pcos? i+ Qyp i39n4 i+ cos* H¢

Q5 = (Qu1 i Qu i 2Qgg) senpicos®* i+ (Qrp i Qa2 + 2Qge) seN° jicOS
Qx = Qqusen* i+ 2 (Qqz +2Qgs) sen? 10s? i + Q;; COS* I

Qs = (Qu1 i Q2 i 2Qes) sen*pcosp + (Q12 i Q22 + 2Qee) SeN i cos° i
Qg = (Qu1+ Q2 § 2Q12 § 2Qes)sen” i cos? i + Qs ' sent U + cos* u¢

Qu = Quacos” il + Qs sen’

Qu = (Qss5 1 Qua)senpicos

Qss = Qua5en® P + Qss COS . (2.12)

A partir da de..nicéo

8 o 8 o

SNE 7z E%E
fNg = Ny = %y 0z

2 "2 =3 3

- NXy > - ny >

8 o 8 o

SME 7 S E
fMg = M = Y, zdz

- Iley ? Xy

8 S) 8 O

< Qx = Zhp=2< ¢ =
fQg = _ = dz, (2.13)

1
N
-
>
!
N
1

as equagbes constitutivas que envolvem os esforgcos Ny, Ny, etc., podem ser esta-
belecidas. Embora os componentes de deformacdo (2.3) sejam continuos ao longo
da espessura, os componentes de tensdo (2.10) néo sdo, em geral, continuos devido

a mudanca de material quando se passa de uma lamina para outra. Consequente-
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mente, as integracdes (2.13) devem ser efetuadas da seguinte forma:

% Nx E % Z g Qi Qi Qi % T« E
= Ny = = o g Qu Qi Qx z = T+zy §dz
- N - - om +Z »
Y 7) Qus Q@ Q669 2 VI Y 38 g
gA11 Az Az 2m = B2 Bis % x =
= A2 Ax Al Z 2{,“ +§ B2 B2 Bays z y
= 2 B
Ais Ay Aes °>Ty > B Bes -~ xy
8 L8] 2 3 8 o
% My E wxZ,., Qu Qi Qg % §
M = g z 2m +7 dz
= My 2 . oa 212 222 226 o §
- > - Z >
xy 5 16 § 669 2 xy xy 28 o
§ Bi1 B2 B = % D12 Dis % X %
= Bi, By, By z ;n § D1, Dxn Dy z y
= 2= 2
Bis B Bes - °% - D2s T oxy
8 9 ; 2 308 2
< QX - X Zk+1 k55Q55 k45Q45 5 = OXZ _dZ
- Qy - k1 2 5458(?45 kéth44 - % ”
G Gas -~ °_ =
=4 7% P® 5  x (2.14)

Gs Gas - °p, 7

Os fatores de corre¢do kj; sdo introduzidos para se levar em conta a variagdo em z
das tensdes de cisalhamento transversal. Os fatores dependem do material de cada
lamina e do esquema de laminagéo, sendo normalmente admitidos iguais a 5=6 para
placas homogéneas. A precisdo dos resultados depende da correta escolha desses
fatores (Whitney, 1973; Noor e Burton, 1989; Chun e Dong, 1992; Dong e Chun,

1992). Numa forma compacta, as expressoes (2.14) se escrevem
8 o 2 38 S
SfNg T _ (Al [B] T fomg T

- : _ ; fQg =[G]f°g. (2.15)
- Mg - Bl O] - fg -
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Os parametros de rigidez de membrana Ajj, de fexao Dj; e de acoplamento mem-

brana-texao Bj; sdo dados por

XZ

Zk+1 H ¢
(Ajj, Bij, Dij) = 68() '1,2,22 dz (2.16)
k=1 Zk
ou
D¢ 1< :
=(K) 17—k i
Aij = Qj (e i Z) Bj =3 Qi ZkiZ
k=1 k=1
1 X i ¢ o
Dj =3 Qi Zn il i,j=1,26  (217)
k=1

Observe que Bjj = 0 se a placa for simetrica em relagdo a superficie média. Os

parametros de rigidez ao cisalhamento transversal G;; sdo dados por

XZ Ze+r1 g
Gij = kij Qi(j)dz

k=1 Zk
K—w .

=kij Qi (Zk+1 1 24 i,j=4,5. (2.18)
k=1

2.4 Pricipio dos Deslocamentos Virtuais

No equilibrio
tW; + tW, = 0. (2.19)

A expressao do trabalho virtual das forcas internas é dada por
2772
iWi =1 (3/4xi2x + %yizy + %zizz + (',xyioxy + C',xzioxz + Cyzioyz)dXdy dz.

(2.20)

A deformacdo virtual é determinada do deslocamento virtual da mesma maneira
que a deformacéo real é determinada do deslocamento real. Portanto, substituindo
2, = 0 e (2.3) em (2.20), e integrando em z de -h=2 a h=2 levando-se em conta
(2.13),

Osg 9,8 9 1

8< 2.0~ < fNg =

) o _+Frog’ FQgX dx dy. 2.21)
- ftg > - fMg -

7
tWi = j
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Das equacdes constitutivas (2.15),
Os 9,2 38 9 1

27 < = < =
f12 Al [B 2
+Wi = j _Emd 4 A Bl g ™+ feegT (Gl FegRdx dy
- ftg > [B] D - fg -
7 =
=i  fe2pg [AlPmg+ Fi2ng” [BIF g+ ft g’ [B]fmg
+ g [DIF g+ 2" [G]F°g dxdy. 222

A expressdo do trabalho virtual das forcas externas +W, dependera do carregamento

aplicado.
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CAPITULO 3

ELEMENTO FINITO

Os componentes do deslocamento da superficie média e as da rotacdo da normal
a essa superficie sdo aproximados por polindmios quadraticos de forma a se ter
continuidade C° nas interfaces dos elementos, como requer a teoria de Reissner-
Mindlin, e manter todos os nés com os mesmos graus de liberdade. A decorrente
variacdo quadratica dos componentes da deformacao de cisalhamento transversal séo
criteriosamente ajustados para uma variagdo linear com o objetivo de se eliminar o
travamento a eles associado. A matriz de rigidez do elemento triangular plano de
seis nds é obtida sem uso de integracdo numeérica e apresentada em cinco parcelas. A
ltima delas refere-se a uma rigidez arti..cial incorporada a rota¢do normal ao plano
do elemento tal que permita sua aplicacdo a analise de cascas. A possibilidade
de travamento devido ao acoplamento das rigidezes de membrana e de texdo nas

interfaces de elementos ndo coplanares é discutida.
3.1 Rigidez de Membrana

Adotemos o sistema de coordenadas xXyz de modo que X coincida com o lado 12 do
elemento (Fig. 3.1). Um ponto P qualquer no interior do elemento divide a area
A = X,y3=2 em trés triangulos menores de area A;, A, e A;. O ponto P pode ser

de..nido pelas coordenadas

A, . Ag
= — = — 3.1
» A o (3.1
Pode-se mostrar que
_YXixy o . _Xy
T T 2A 2A 32)

A mudanca do plano xy para »~ transforma o triangulo com Vvértices (0;0), (Xz;0)

e (X3;y3) para o triangulo retangulo com vértices (0; 0), (1;0) e (0;1).
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Fig. 3.1 Elemento nos planos xy e »”.

Adotando-se uma aproximacio quadratica para 0s componentes u e Vv,

u=fNg'fug v =fNg' fvg (3.3)
no qual
8 Ky 1o 8 9 8 9
2Li»i7) siri’ Uy V1
»(2» j 1) V7] V2
fNg = @il g = He Vg = v :
4y~ Ug Va
Li»i’) % vs
- b@Ai»i’) > T Us T Ve 7
3.4)
De (2.4), (3.2) e (3.3),
8 o
1 % Y3U;» E
2mg = A § i XaVs, + XoV-- § = [Bm]fdmg (3.5)

i X3u;» + qu;’ + y3V;»
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onde (), = 6( )=0»

2yg,(i3+4»+4') 0 Xo3(§3+4» +47)
0 Xa(j3+4»+47) y3(§i3+4»+47)
ys(» i 1) 0 iXs(® il)
0 ixs(® il ys(4 i 1)
0 0 X2(4" § 1)
Bl :% 40' X(4" i 1) 0- '
Y3 0 4(X2» § X37)
0 42> i X37) 4ys
i4ys” 0 Axs” +x2(1 i » i 27)]
0 Axs” +x(li»i27)] i4ys”
dys(Li2>i7) 0 i4x2> +x3(1 i 2§ 7)]
0 140> +x3(1 i 2 §7)] dys(Li2>i7)
fdmgT =bu; vi U V2 U3 V3 Ug V4 Us Vs Ug Vg C (3.6)

com Xij = Xi 1 Xj.

E possivel fazer a decomposicdo

1
[Bm] = ﬁ[l—][®], (3.7)
no qual
2 3 8 o 8 9
flgT fog™ fog" gli»i'g %0%
L] :§ fogT flgT fogT fig = » fog=_ 0

= = = =

fog"™ fog" fig' - > -0~
(3.8)
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2 3
i3y Vs Y3 0 0 0 3X32 X3 X3
0 0 0 3Xzp2 Xz Xz i3Ys Y3 %
ivz 3ys iys 0 0 0 X3 §3X3 X3
0 0 0 X3 i3Xs Xz iYys 3ys iYs
0 0 0 0 0 0 iXo iX2 33X
©] = 0 0 0 iXo X2 3% 0 0 0 (3.9)
0 0 4y3 0 0 0 0 I,  jAX3
0 0 0 0 4%, ji4x3 O 0 4y,
0 0 idys O 0 0 4X, 0 4X3,
0 0 0 4x, 0 4x3p O 0 idys
4y;  jdy; O 0 0 0 i4X3 4Xgp 0
0 0 0 i4X3 4Xz 0 dys  jdys O

A matriz [®] independe de » e = sendo funcédo apenas da geometria do elemento, ou

seja, das coordenadas X2, X3 € y3. Se a placa é dividida em n. elementos, tem-se de

(2.22) e (3.5)
i i
T X T
f2mg [A]f2mgdxdy = ([Bm]ftdmg) [A] ([Bm]fdmg) dx dy
i=1
»< 22
= f£dmg" [Brm] [AI[Bm]Fdmgdx dy

i=1
<

= ftdmg' [Km]fdmg (3.10)
i=1

onde a parcela de rigidez do elemento devido ao efeito de membrana é dada por
7
[Km] = [Bm]T [A][Bm]dx dy. (3.11)

Utilizando (3.7) e sabendo que a integracdo de uma func¢do qualquer f(X;y) na érea

do elemento pode ser feita com as variaveis » e © da seguinte forma
ZZ Z 1 Z lj»
f(x;y)dxdy = f(» )2Ad d», (3.12)
0 0
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1

Fig. 3.2 Sistema local xyz e do material x;y;z;.

VARRANTNY 1 T+ M 1 il )
(K] = o ﬁ[l—][®] [A] ﬁ[L][®] 2Ad” d»
y TR TE T .
= ﬁ[®] o [L] [AJ[L]d" d» [@]
_ 1
= — (el Frlle] (313)
onde
Z 1Z lj»
[Fm] = [L]'[A][L]d" d»
020 3
. A11[Rm] A2[Rm] Ais[Rm]
= ﬁg A2[Rm] Azx[Rm] z
sim. Ags[Rm]
2 3
2 1 1
[Rm] = g 2 1 z (3.14)
sim. 2

A orientagdo dos eixos principais do material X1y1z1, que é importante na deter-
minacdo de [A], é de..nida em relacédo ao sistema local xyz como indicado na Fig.
3.2.
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3.2 Rigidez a Flexao

De maneira analoga a u e v, adotemos uma aproximacao quadratica para as rotagoes:
—=TfNg'f" g -, =fNg g (3.15)

onde

VA AMRXRAAY €O
Iﬁl ﬁl
IMAWRMRXRY O
IR ©

8
yl
-,
x3 ffo=_ " _. (3.16)
v4

E fécil perceber de (2.4) que se u e v forem trocados por ~, e _y, respectivamente,

2,0 se torna idéntico a ¥ g. Em vista de (3.5),
f g = [Bm]fdsg (317)
onde

fdg' =b Wyl ox2 y2 x3 ya x4 yi x5 ys x6 ye O (318)
De (2.22) e (3.17),
ZZ XZZ
f+ g' [D]f gdxdy = ([Bm]ftdsg)" [D] ([Bm]fdsg) dx dy
= f£dyg" [Bm]" [D][Brm]fd,gdx dy

= f+dyg" [Ko]Fdsg. (3.19)
i=1
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Utilizando (3.7) e (3.12),
Z7
[Ko] = [Bm]' [D][Bm]dx dy
212 1M 1 T H 1 1 .
—x[LIe]  [D] —[Lle] 2Ad o
MZ 1 Z 4,
= —[®]" . [LIT[D][L]d" d» [®]

— 1 T
= AT [Fol(@] (3:20)
onde

[Fp] = [L]T[D][L]d" d»
0 20 3
. Dy[Rm] D12[Rm] Dig[Rml
= ﬂg D22[Rm] D2s[Rm] z (3.21)

sim. DGG[Rm]

3.3 Rigidez de Acoplamento Membrana-Flexao

De (2.22), (3.5) e (3.17),

zz w22
fi2,9" [B]f gdxdy = ([Bmlftdmg)" [B] ([BmIfdyg) dxdy
i=1
e ZZ
= ftdmg" [Bm]" [B] [Bmlfdsgdx dy
i=1
b
= Trdn g [Kmp]fdsg. (3.22)
i=1

Utilizando (3.7) e (3.12),

YA
[Kmo] = [Bml" [B][Bmldx dy
VA lZ li»“‘ 1 1TT H 1 T[
= 3AHE (Bl SilEl 2Ad o
1 MWZ,Z ;, il

= —[@] i d” d»
A LB & (6]

= 6] o] (3239
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onde
VA 1Z lij»
[Frp] = [L]" [B][L]d" d»
0 20 3
1 Bll[Rm] BlZ[Rm] BlG[Rm]
= zg B2o[Rm] Bas[Rml] z
sim. Bes[Rim]

De maneira analoga, podemos mostrar que

27

T X T
ft g [B]f2mgdxdy = fidyg' [Kom]fdmg
i=1

onde

[Kom] = [Kmb].

(3.24)

(3.25)

(3.26)



3.4 Rigidez ao Cisalhamento Transversal

Igualmente as demais variaveis, a detexdo w € aproximada pelo polinémio quadratico
w = N g fikg (3.27)

onde fNg é dado em (3.4) e
f%g' =bw, w, ws ws ws wg C. (3.28)

O uso da mesma aproximagéo para w e para ,  traz di..culdades numéricas
relacionadas a deformacdo de cisalhamento transversal. Para entender melhor o

fendmeno, vamos escrever as aproximacoes na forma

W = a9 +a;X + ayy + agx® + asXxy + asy?
"« = by + byX + bpy + bax? + byxy + bsy?

Ty = Co + C1X + Cay + CaX® + CaXy + Csy”. (3.29)
De (2.3) e (3.29),

° o = (a1 +bg) + (2a3 +b1)x + (a4 + bo)y + b3x® + baxy + bsy?

°z = (82 +Co) + (a4 + C1)X + (285 + Co)y + Cax® +Caxy + Gsy°.  (3.30)

Se o elemento € aplicado a um problema em que °,,, °,, ¥ 0 para qualquer valor

de x ey, entédo

ar YT jbo 2a3 ¥ jh as ¥ jh
a Y jco as ¥ jc1 2a5 ¥ jC&
b3, b4, b5, C3,C4,C5 X O. (331)
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Fig. 3.3 Rotag0es.

A situacao b, by, bs, C3, C4, C5 ¥ 0 € indesejavel, pois e _y passam efetivamente
a ser aproximados por um polinémio linear, tornando f g, que era linear, cons-
tante. Isto constitui-se num travamento, num enrijecimento do elemento a fexao
provocado exclusivamente pelo cisalhamento transversal. Se w fosse aproximado por
um polindmio cubico, todas as parcelas de °,, e °y, em (3.30) teriam, respectiva-
mente, contribuicdo de ambos w, , e w, , evitando-se o fendmeno. Essa maneira
de interpolar é dita consistente (Prathap, 1993), porém di..culta a implementacéo

computacional por causa dos diferentes graus de liberdade apresentados pelos nos.

Se a aproximagdo quadratica for mantida para w, € preciso modi..car °,, € °,,.

Adotaremos o que € proposto por Sze et al. (1997) que ajusta, criteriosamente, a

variagdo quadratica de °,, e °,, a uma variacao linear.

Seja um segmento de reta que liga os nds i e j, com ponto médio k, mostrado na

Fig. 3.3. Podemos escrever
s =1 xSen®ij + | cos®jj (3.32)

onde
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A deformacdo de cisalhamento no plano sz é dada por

7 =Ws+ ¢ (3.34)

M 1‘ITL1S il Mg 11 Mg 1‘IT
wW=2 —j-= — il wiid— —il Ww+2— —j=- W
Iij 2 Iij Iij IIJ Iij IIJ 2
> 2r0 Tu 72
_ S isen®; T s 1 "s < T8
= _ _ 02— —j1 _
- cos®; > ij ~ 2 I S
8 9 g o1
sHs == M 1= =
jd— — i1 _ % 422 23z 9 A (3.35)
Iij ||j - _yk - |ij |ij 2 - _yj >

onde o eixo coordenado s tem origem em i. A deformacdo média ao longo do

segmento ij vale

Z,
1 i _
= ™ (w;s + g)ds
’o o.8 9
< . = < - |- - =
_ W |I Wi +% ) i sen ®; o _Xi +_Xj +4_Xk (336)
1j = COS®ij 4 = yi + yij +4 yk 7

Para os trés lados do elemento, com o sentido crescente de s indicado na Fig. 3.4,

8 9,8 o
< . = — — - =
e _W3iW, 17 isen@sz x2 ¥ xat4
4= = - - - -
l23 Gé COS ® é é vt oyatd S,)
T
< . = < - =
. _WliW3+1 i Sen®3; 3t xat4 s
5™ I 6 - - - _ _ _ -
81 T C0s®y 7 3t 45
8 9,8 o
< . = < - =
e _ Waiw; 17 isen®p x1¥t o+ 4 xe (3.37)
6 I - _ .
12 - CcoSs ®12 4 yl + y2 + 4 y6 4
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=Y

Fig. 3.4 Elemento com as medianas e sentido crescente de s representados.

De maneira anéloga, a deformacdo média ao longo da mediana que liga 0s n6s 1 e

4, tendo a como ponto médio, é dada por

8 9.8 S
<< . = — — — =
? — Wlli Wy % ) i Sen®y ] T _x4 +_xl +4_xa ] (3.38)
41 - C0s®y - oyt o t4
Substituindo as coordenadas (», 7) = (1=4, 1=4) do ponto a em (3.15),
- — . _x2 +_x3 i 2_x4 i 4_x5 i 4_x6
xa — 1 3
_ ot il wid il
v = 2 = LRI (3.39)
Portanto
8 9, 8 9
2 — W1 j Wq +i< i sen®1 — = 2_Xl i _XZ i _x3+4(_x4+_x5+_x6) o
Ly 122 cos®y = - 200 i 4wt st ) -
(3.40)

38



Por um procedimento similar, determinam-se

8 9.8
. :W2iW5+i< isen®, — =

8 9.8
. :W3iW6+i< i Sen®g — =

o

_xl + 2_x2 i _x3 + 4(—x4 + _x5 + _XG) =

Tt 2 i w4t st ) -

1)

_x2 + 2_x3 + 4(_x4 + _x5 + _x6) _

2t 2 At st ) -
(3.41)

X1

yl

Rearranjando as equacgbes (3.37), (3.40) e (3.41) em forma matricial e usando a

notacao Sjj = sen®;j e Cjj = cos ®jj,

om0 = [Fm,]fdsg

(3.42)
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onde

— - = 0 0
I31 l12 la1
s '6& Y6 12 12
CSl ClZ C:41 C52 C63
6 6 6 12 12
1 1
0 —_ 0 —_— 0
|12 |52
0 o2 Sa . S% 58
"6 12 ' 12
Co _Ca GCsx _Ce
0 i i
6 12 6 12
1
§— 0 0 0 L
I31 le3
S g Sa Sz . Ses
176 12 12 '6
Ca1 0 Ca _Cs2 Ces
; 6 2 Y12 6
[Fm,] = 1
0 0 i— 0 0
|41
S S S
Cu Cs, Ces
0 0
3 3 3
0 0 0 iiL 0
|52
. 2831 B S41 _ 552 _ S63
i 0 i i i
2C31 0 Cu Csp Ce3
3 3 3 3
1
0 0 0 0 i—
le3
0 22512 _Sm _Ss2  _ Se3
173~ 1737 1737 1737
0 2C 1 Cu Cs Ces
3 3 3 3



oql =p2 e a2 2 e a
f°mg =b 2, 2, 2, 2 2 2.C

fdg" =bw, T Ty Wg e e G (3.43)

Sejam (Tz4: 2yza)s (Bzss 2yz5) € (uzss 2yz6) @S deformacdes médias nos nos 4, 5 e 6.
Utilizando estes valores para caracterizar o campo de deformacéo média no elemento

por meio de uma interpolacédo linear, tem-se

8 o
<< P =
feg=_ % _ =[HIf°\g (3.44)
- Q_yz >
onde
2 3
il+2»+2 1i2» 12 0 0 0
H] =4 " et 5 (3.45)
0 0 il+2>»+2 1i2» 12
e
fONgT =b 2xz4 sszS 9'x26 ELyz4 SLy25 9'y26 C. (3'46)
De maneira analoga a deducéo de (3.32), pode-se mostrar que
W.g = j W SEn®;j + W., COS®;;. (3.47)
Substituindo (3.32), (3.47) em (3.34),
°sz = 1 (Wix+ ) sen®jj + (wy + ) cos®jj
= | °xz Sen®jj + °y, COS®jj. (3.48)
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Da relacdo acima,
T2 = i TzaSEN @4y + Ty, COS@4y!

A aproximacao (3.44) fornece para o ponto a ((»; ") = (1=4, 1=4))

Q Q P P
Q _ xz5+ Txa6 ® — _yz5 + yz6
xza — 2 yza — 2 .

Portanto,

<3 + 2 ® + 2
® =i x252 XZGsen®41+ y252 yZGCOS®41.

Procedendo-se da mesma forma para os pontos b e c,

P + 2 k3 + 2
4 6
Q.b = iXZ‘lTXZG sen ®52 + %COS@sZ
® + 2 k3 + 2
2 = j=2 > X2 sen @y + LY > Y2 005 ®gs.

Em forma matricial,

9 = [Fm,]FN0

onde
2

i523 0 0 C23 0 0
iSa3 0 0 Ca 0
0 0 iSi2 O 0 Cp
[Fm,] = S Sa Ca Cu
0 i i 0 5 S
. S52 - Ss2 Cso Cso
17 0 i 5 05

- Ses . Ses Ces Ces
1= 1 0 > o 0

Resolvendo (3.53),
NG = [Fmo] om0,
e utilizando (3.42),
g = [P ] [F, [Fdsg.
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(3.50)
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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Finalmente, tem-se para (3.44)
f2g = [H][Fm,]* [Fm. Ifdsg. (3.57)
Duas observagdes séo oportunas com relagéo a 2,, %5, ¥, ., T, € 2.

2 sdo em numero exato, conforme (3.44) e (3.55), para uma interpolacéo linear

da deformacdo média de cisalhamento transversal f2g;

2 sdo nulas, e portanto ftg = f0g, para w, e , compativel com uma
distribuicéo linear de momentos fMg segundo a teoria de placas de Kirch-
hoa (Apéndice A.). Isto explica a auséncia de travamento de cisalhamento

transversal na aplicacdo do elemento em placas ..nas.

Adotando-se, assim, para a deformacéo de cisalhamento transversal o campo linear

(3.57), tem-se de (2.22)

ZZ
f+og' [G]Fogdx dy
77 . .
X7 o Cr i . ¢
= [HI[Fm,]* “[Fm,Ifxdsg -~ [C] [HI[Fm,]" [Fm,]fdsg dxdy
5¢ 27
= fdsg" [Fm, I" [Fm,] T [H]T[GIIHIFa, ] H[F m, IFdsgdx dy
i=1
¢
= fdsg' [Ks]Fdsg (3.58)
i=1
onde
[Ks] = [Fam,]" [Fm, ]t [FsIFm,] F 4wy, (3.59)



com
7
[FJ=  [H]I'[G][H]dx dy
Z.Z 4,
= 2A [H]T[G][H]d" d»
2 0 3
— 2A4 GSS[RS] G45[Rs] 5

sim.  Gu[Rs]
2 3

[Rs] = §

=6 0 O

1=6 0 Z

sim. 1=6

(3.60)



com rigidez artificial

z %qzi

AN 4w
y - V"\S
1

Fig. 3.5 Discretizagdo de uma casca em elementos triangulares.

i " _
¥

i

3.5 O Grau de Liberdade |,

A Fig. 3.5 mostra uma casca discretizada em elementos triangulares. Cada né a-
presenta seis graus de liberdade no sistema global XY Z, enquanto que apenas cinco
no sistema local xyz. Quando as contribuicfes dos elementos sdo combinadas em
um dado n6 no sistema global, surgem seis equacdes independentes se 0s elementos
gue chegam no n6 ndo sdo todos coplanares; caso contrario, uma das equagdes é
uma combinacdo linear das outras cinco. Noutras palavras, naquele né a rigidez a
rotacdo em torno da normal ao plano formado pelos elementos € nula. Este fato
explica as di..culdades numéricas relacionadas com a singularidade, ou a quase sin-
gularidade, da matriz de rigidez da estrutura decorrente da coplanaridade, ou da
guase coplanaridade, dos elementos que chegam em um no. A geometria da casca

e 0 grau de re..namento da malha infuenciam a coplanaridade. Para contornar es-
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sas di..culdades, o grau de liberdade y, é adicionado em cada n6 do elemento, no
sistema local, com uma rigidez arti..cial su..cientemente pequena para néo interferir
nos resultados e, a0 mesmo tempo, grande para evitar problemas numéricos. Na
literatura encontramos varias sugestdes para a inclusdo dessa rigidez, quase todas
voltadas para os dois elementos bésicos: o triangular de trés nos e o quadrilateral

de quatro nos.

Zienkiewicz e Taylor (1991) sugerem a inclusdo da rigidez arti..cial por meio da

seguinte modi..cacdo na expressao do trabalho virtual das forcas internas, para cada

elemento:
7 . N
_ 1 ¢2
IWE=4W; j+ ® W i fi, “dxdy (3.61)
onde
X
“= E®MR® (3.62)
k=1

é apenas um fator de escala. A modi..cacdo forca a igualdade, no sentido dos minimos
~ JORT] 1 . ~

guadrados, entre a rotacdo e o seu valor médio [i;, por meio de um parametro

de penalidade ® a ser convenientemente escolhido. Adotando-se a aproximacao

guadratica
u, = fNg' fd,g, (3.63)
com TNg de..nido em (3.4) e

J k
degT: Mz1 Hzz Hz3 Hza Hzs Hze (3.64)



N
N

.

U, dx dy

Wl >le >l
N
-
N
-

fNg' fd,02Ad" d»

"
§

Hz3
UZ4
UZS

= fNg' fd,g. (3.65)

Substituindo (3.63) e (3.65) em (3.61), e rede..nindo ® como 90® a titulo de simpli-

..cagao,
SWP = 2W; § Fed,gT[K,fd,g (3.66)

onde

7 . ¢ ¢

[KJ]=1800"  'fNgj fNg fNg' j fNg" dxdy
Z 1Z lij» i ¢l ¢
= 180®~ fNg i fNg fNg™ j fNg™ 2Ad" d»
20 0 3

6 j1 i1 4 0 O

6 il 0 4 O

_ 6 0 0 j4
=® A : (3.67)

12 4 ;4

sim. 12 4

O valor ideal para ® faria [K,] eliminar a singularidade associada a coplanaridade
dos elementos em torno de um no, a0 mesmo tempo em que nao interferiria nos

resultados.
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3.6 Rigidez do elemento no sistema local

A matriz de rigidez do elemento apresenta cinco parcelas: [Ky, ], [Kpl, [Kmo] = [Kpmls
[Kq] e [K,]. Sze et al. (1997) e Rosa (1999) testam [K;] + [Ks] em problemas de
Texdo de placas homogéneas, concluindo ser a matriz, possivelmente, a mais e..ciente
para um elemento triangular de seis nds regido pela teoria de Reissner-Mindlin. A
parcela [Km] nada mais é do que a rigidez do famoso elemento de membrana LST
(Linear Strain Triangle) de e..ciéncia comprovada (Cook et al. 1989). E de se
esperar que as matrizes de acoplamento [Kmp] = [Kom], cuja derivacdo decorre das
mesmas aproximacdes que geram [Ky] e [Kp], déem boas contribuicbes. Apesar de
[K,] néo ter sido encontrada na literatura pelo autor, € concebida a partir de um

procedimento aceito pelos projetistas de elementos planos para aplicacdo em cascas.

Adicionemos, agora, as cinco parcelas para obter a matriz de rigidez [K" do ele-
mento. Lembramos que [K] é ordenada segundo fdmg; [Kp] segundo fdpg; e assim

por diante. Vamos ordenar [K?] segundo os graus de liberdade

flg' =bu vi wi o Ty Ba 80 Us Ve W . ye Moo ©
(3.68)

resultando para o trabalho virtual das forcas internas

X 0T 0
Wi = frd'g" [KOFdg. (3.69)
i=1

y
rotacdo no plano yz, é comum na literatura sobre a teoria de Reissner-Mindlin, mas

O uso de , como sendo a rotacdo da normal a superficie média no plano xze |, a

pode ser confuso para os usuarios de elementos ..nitos. E mais conveniente utilizar
uma notagdo para as rotacoes que obedeca a regra da mao de direita. Se iy e [y S@o

as rotacdes da normal em torno dos eixos X ey, respectivamente (Fig. 3.6), entéo

x = Hy y = 1 Hx. (3.70)

Para um nd generico i,



superficie média

Fig. 3.6 Rotacbes e .

=[T4] (3.71)

Mxi
Hyi
© Mz Hzi =

2
[Ts] = E

MAVAARKY /KRR CO
s £
[NV ©

* NVAAAARKY— /AXAARRUARY ©0
s £
INVRARKAMRY O

onde

(3.72)

o O O o

1}

[EEN
o o - o o o
—, O O o o o

o O O o O Pk
o O o o —» O
o O o » O o
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Portanto,

[Tl [0 [0 [0 [0 [O]
[Tl [0 [0 [0 [0]
fdg = [Ts] [0] [0] [0] fdg
[Ts] [0] [O]
sim. [T3] [0]
[Ts]

= [Ta4] fdg (3.73)

com

fdg" =bu; vi wi pa Uyi Hzz G660 Us Ve We fHxe My Hze C- (3.74)

Podemos reescrever (3.69) na forma

>
tWi =i ([T,]fdg)" [K([T,] fdg)

i=1

>
=i  frdg' [Ta]" [K"[T4] Fdg

i=1

<
=i  fdg" [K]fdg (3.75)

i=1

onde, ..nalmente,

[K] =[Ta" [K'][T4] (3.76)

¢ a matriz de rigidez do elemento ordenada segundo fdg. A Fig. 3.7 mostra o
elemento no sistema local de eixos com todos os graus de liberdade.

3.7 Rigidez do Elemento no Sistema Global

Consideremos o sistema local xyz e global XY Z representados juntos na Fig. 3.8. Os
componentes do vetor deslocamento fdg no sistema xyz sdo dados porb u v w
cenosistema XYZ porb U VvV W c. Vamos mostrar como esses componentes

relacionam-se nos dois sistemas de eixos.
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Fig. 3.7 Elemento no sistema local xyz, com os graus de liberdade associados

a () membrana (U tem rigidez arti..cial); (b) tex&o.

Sejam C,x 0 co-seno do angulo entre os eixos X e X, Cyy 0 co-seno do angulo entre

0s eixos X e Y, e assim por diante. Entéo,

Em forma matricial,

onde

51

u==CxU+CyV +C,zW

W = CzXU +C2YV + CZzW.

(3.77)

(3.78)

(3.79)



Fig. 3.8 Componentes do vetor fdg nos sistemas local xyz e global XY Z.

Da de..nicdo de [I], ..ca claro que

8 9 8 9
ZUE ZuE
§v §:[I]T§v§. (3.80)
“w > “w >

Nada mudaria na matriz de rotacédo [I] se o vetor deslocamento fdg fosse substi-
tuido por outro vetor. Por exemplo, uma rotacdo, uma forca ou um momento.
Enfatizamos que ao referirmos a uma rotacdo como vetor restringimo-nos, obriga-
toriamente, a uma pequena rotacdo. Grandes rota¢Oes ndo sdo vetores no espaco

tridimensional (Argyris, 1982).

Os deslocamentos nodais do elemento no sistema local séo dados por (3.74). Se no

sistema global forem

] k
fdggT: Ui Vi Wi lUxi Hyr Mz cee Us Vo6 Ws Hxs Hys Hze
(3.81)
entao
fdg = [Ts] fdyg (3.82)
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onde

2 3
[L] [0] [o] [0] [O] [O]
[L] [0] [0] [O] [O] 5 3
L] [0] [0] [O 1 [0
T = L] ol [0 (o] goal Os ooy
[L] [0 [0 [0 1]
sim. [L] [Q]
[L]
Assim, de (3.75), a matriz de rigidez do elemento no sistema global
[Kql = [Ts]" [KI][Ts]. (3.84)

Determinemos [l], e portanto a matriz [Ts], para o elemento triangular. Retornemos
a Fig. 3.5.

O eixo x € de..nido pelos n6s 1 e 2 do elemento. O vetor com origem em 1 e

extremidade em 2 € representado no sistema global por

Vo =Ko i Xt + (Y2 i Y+ (Z2 1 Zo)k
= Xort + Yort + Zy1K, (3.85)

onde {, 1, K sdo os vetores unitarios na direcdo de X, Y, Z, respectivamente. O co-
seno dos angulos entre x e o0s eixos globais é determinado dividindo os componentes

de V12 pelo seu comprimento, ou seja, pelo vetor unitario
2 .

1
Vy = > Xort + Yot + Zo1K
= Cocd + Cay  + Cork (3.86)

com

a
lp= X2 +YA+Z2. (3.87)

O vetor com origem em 1 e extremidade em 3 é representado no sistema global por

Viz = Xgt+ Yart + ZgK. (3.88)
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Um vetor normal ao plano do triangulo, apontando no mesmo sentido de z, é dado

pelo produto wvetorial
Vio EVizs = (YorZa i ZaYa R+ (ZaXa i XaZat + (XaaYar i YaXs)K.
(3.89)

O mddulo deste vetor é, por de..nicdo do produto vetorial, o dobro da &rea do

triangulo:

p
2A = (Ya1Zz1 i Z21Y31)? + (Z21Xa1 i XaaZs1)? + (X21Yar i Y21X31)?.  (3.90)

O vetor unitério na mesma dire¢do e sentido de z é

h i
1
vV, = A (Y21Z31 i Z21Yau ¥ + (Z21Xa1 i X21Zz)b + (Ko1Yar i Y21 Xz )K

= sz'{ + CzY'I' + szk. (3.91)

Finalmente, o co-seno dos angulos entre y e os eixos globais sdo determinados dos

componentes do vetor unitario na mesma direcdo e sentido de y:

W, =V, £
= (CovCxz i CzCxy X+ (C2zCxx i CoxCizit + (C2xCxy i CavCxx)K

Assim, os componentes de [l] ..cam de..nidos em (3.86), (3.91) e (3.92).

3.8 Travamento de Membrana

O travamento de cisalhamento é interno ao ASTES, pois tem origem na propria
aproximagdo quadratica escolhida paraw, —, e .
O travamento de membrana, no caso especi..co de uma malha formada pelo ele-
mento aqui desenvolvido, € oriundo do acoplamento entre a rigidez de texdo de um
elemento da malha com a rigidez de membrana dos elementos vizinhos ao longo das
interfaces comuns. Portanto, este travamento para ocorrer precisa que os elementos

gue chegam em um nd sejam ndo coplanares.



dois elementos

seis elementos

Fig. 3.9 Casca modelada por elementos planos.

A Fig. 3.9 esboca uma casca discretizada, numa dada direcdo, por duas malhas de

elementos planos. Analisemos 0 ndé compartilhado pelos elementos E; e E.

A rotacdo nodal i, associada a rigidez de texao do elemento E,, tem um componente
U normal ao elemento E4 que € associado, por sua vez, a rigidez de membrana deste
elemento (rigidez arti..cial no caso do AST6S). Assim, parte da rotacdo de fexao
de E, é resistida pela rigidez de membrana de E;. Por um raciocinio analogo, o
componente do deslocamento nodal normal ao elemento E,, associado a sua rigidez
de texdo, serd parcialmente resistido pela rigidez de membrana de E;. Sabe-se
gue a medida que a casca torna-se mais ..na, a magnitude da rigidez de membrana
torna-se maior que a de fexdo, fazendo a rigidez de membrana do elemento E;
enrijecer, travar, mais e mais, os movimentos de }ex&o do elemento E, (Cook, 1993;
Sydenstricker e Landau, 2000).

Para o caso exempli..cado em que uma superficie curva € aproximada por uma polié-
drica, o re..namento da malha aumenta a coplanaridade dos elementos que chegam
em um no fazendo desaparecer a interacdo da rigidez de texdo de um elemento com

a rigidez de membrana do outro e, por sua vez, 0 proprio travamento.
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CAPITULO 4

APLICACOES NUMERICAS

Os seis exemplos deste capitulo demonstram aspectos de e..ciéncia e de limitagdo do
ASTG6S. Sua precisdo e convergéncia sdo comparadas com as do TRIA6 (MSC/Nas-
tran). Algumas das solucdes analiticas apresentadas foram por nés obtidas. Em
todos os exemplos, o fator de correcdo k = 5=6 é utilizado para o cisalhamento

transversal.
4.1 Placa Laminada Simétrica

A placa da Fig. 4.1 é quadrada, de lado L, espessura h, formada por laminas de

mesma espessura do material
E; = 25E; Gi2 = Gz = 0;5E; G2z = 0;2E; °12=0;25  (41)

cujos coe..cientes sdo caracteristicos do gra..te-epoxi. A placa esta sujeita a uma
carga uniformemente distribuida g, apresenta laminacao cross-ply (0, 90, 0)s e tem

bordas apoiadas tais que

Uu=w=y, =Ny =M= emy =0, L. (4.2)

Com essa geometria e condi¢cdes de contorno, € possivel obter a solu¢do de Navier

(Reddy, 1997) para o problema e escrever

L L x X mY¥% _ nt
= =)= W — sen— 4.
W(2,2) mn SEN === Sen ==, (4.3)
m=1,3;::: n=1;3;:::
onde
_ _16g
Winn = c/2mn’ (4.4)
Na teoria de Kirchhor o parametro ¢ é dado por
3y, at o
c= T Duum* +2(Dy; + 2Dgg) m?n? + Dpn? (4.5)
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f sim.

L
2

Fig. 4.1 Placa laminada quadrada simplesmente apoiada, sujeita a uma carga

uniformemente distribuida g, com um quarto discretizado numa malha
4x4.

e na de Reissner-Mindlin por

S34 (S35S45 T S34Ss55) + S35 (S34S45 1 S35S
C=sSs+ 34( 35245 1 934 55) 352( 34245 1 935 44)’ (46)
S44S55 1 Sis
onde
ARy ¢ Y
S33 = EA IG55m2 + Gun? Sz = —GgsM
Yy, Y, 2 ¢
Sa5 = —GagN Suy= — IDllm2 + Dggn® + Gss
e Sy s, ¢
Su5 = E (D12 + DGG) mn Sgs — E D66m2 + D22n2 + G44 (47)
A Tabela 4.1 contém a solucéo (4.3) param=n=1, 3,:::, 501, adimensionalizada

na forma 100w(E h3=qL*).
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Tabela 4.1 Solucdo de Navier para 100w(E2h3=gL#) no centro da
placa (0, 90, 0)s obtidacomm=n=1, 3, :::, 501.

L=h Reissner-Mindlin
1 25,966
2 7,045
3 3,536
4 2,302
5 1,728
10 0,952
20 0,753
50 0,697
100 0,689
1000 0,686
Kirchhor 0,686

A placa neste exemplo apresenta comportamento simétrico em relacdo a x = L=2
ey = L=2, pois sdo simétricos em relacdo a esses eixos: a geometria, incluindo as
condicdes de contorno; as propriedades elasticas; o carregamento. Na determinacgao
da detexdo no centro da placa usando o AST6S e 0 TRIAG, a dupla simetria permite

gue apenas um quarto da placa seja discretizado impondo-se
L
u=py =20 emx = — V=Ux =0 emy:? (4.8)

Os resultados normalizados em relacdo a solucdo de Navier para a teoria de Kirch-
hoa, wyx = 0;686, sdo mostrados na Fig. 4.2 para a malha 4 £ 4. A perfeita
concordancia do AST6S com a solugéo exata é evidente para qualquer valor de L=h.
E evidente, também, a auséncia de travamento associado ao cisalhamento transver-
sal para grandes valores de L=h. O resultado do TRIA6 é cada vez mais discrepante
a medida que a placa torna-se mais espessa. Sera o elemento ndao convergente para
a teoria de Reissner-Mindlin quando os valores de L=h sdo pequenos, ou sera o fator

de corregdo k = 5=6 ?
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607 wwe e Kirchhoff

Reissner-Mindlin
50 0 AST6S
X  TRIA6

L/h
e X
100 1000

Fig. 4.2 Detexao no centro da placa (0, 90, 0)s, normalizada em relacdo a
w, = 0; 686.

4.2 Placa Laminada Anti-Simétrica

Vamos agora admitir que a placa da Fig. 4.1 tenha laminacédo angle-ply (j 45, 45)4

e que as bordas sejam tais que

U=W=1Uyx=Nyy =M, =0 emx=0,L

V=w=, =Ny =My, =0 emy =0, L. (4.9

A anti-simetria faz alguns coe...cientes da matriz [B] ser ndo nulos, resultando em
acoplamento entre a rigidez de membrana e a de fexdo mas ainda permitindo a
solucédo de Navier para o problema. A detex&o no centro da placa continua sendo

dada por (4.3), que pela teoria de Kirchhoa se deve substituir em (4.4)

C13 (C12C23 j C13C22) + Co3 (C12Ca3 § CuuC
+ 13 (C12C23 § C13C22) + C23(C12C13 j C1n 23), (4.10)

C =Cz3 -
C11C2 i C%
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com

31 '2 H ¢ 1y 2
C11 = 4 'Apm? + Agn? C2 = é (A2 + Age) MN
Yy 3 ¢ 31/ 2
C13 = i EA I3|316m2 +Bxn® n Cop = EA |A66m + Axpn?
Y, 3j ¢
Cs= i — IBlem2 +3Bxn® m
3 4
Yy, 4f a
C3z3 = E D11m4 +2 (D12 —+ 2D66) m2n2 + D22n4 . (4.11)

Se a teoria de Reissner-Mindlin for utilizada, o coe..ciente W é determinado da

solucdo do sistema

2 38 9 8 o
S11 Si2 0 Si4 S15 Umn % 0 g
S» 0 sy Sx Vin 2 0 =
S33 S34 S35 Qmn —> (4.12)
S44  Sas § Xmn § § 0 §
sim. Scs > 0o -
onde
31/ T2 ¢ 1/ 2
su= — Aum?+Agh’ S = _Ij (Acz + Age) Mn
Y 2 % 2
S =2 T Bismn S15 = T Bism? + Bygn?
S P ¢ _
Syp = g AgsM* + Ayon So4 = S15
Y, 2
So5 = 2 f Bosmn (4.13)

e 0s demais coe..cientes sdo dados por (4.7). A Tabela 4.2 contém a solucéo (4.3)
param = n = 1, 3, :::, 501, adimensionalizada na forma 100w(E,h®=qL%). A
mudanca de laminacéo faz perder a simetria das propriedades elésticas em relacédo a
X = L=2 e y = L=2, mas as séries trigonométricas usadas na solugdo Navier ajudam

a identi..car as condic0es
v=1,=0 emx:% u=u, =0 emy:%, (4.14)

permitindo que a mesma malha 4 £4 da Fig. 4.1 seja ainda utilizada. Os resultados
do AST6S e do TRIAG6, normalizados em relacdo a solucéo de Navier para a teoria
de Kirchhoa wy = 0; 386, sdo mostrados na Fig. 4.3. A conclusdo que se tira sobre

a performance dos dois elementos neste exemplo é a mesma do exemplo anterior.
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Tabela 4.2 Solucdo de Navier para 100w(E2h3=gL#) no centro da
placa (j 45, 45)4 obtidacomm=n=1, 3,:::, 501.

L= Reissner-Mindlin
25,641
6,697
3,189
1,961
1,393
10 0,637
20 0,448
50 0,396
100 0,388

1000 0,386

a ~r w N Rr|F

Kirchhon 0,386

90 7 wiwk
""" Kirchhoff
80

Reissner-Mindlin
O  AST6S
X TRIAG6

L/h

100 1000

Fig. 4.3 Detexdo no centro da placa (j 45, 45)4, normalizada em relacdo a

wi = 0; 386.
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4.3 Portico

O portico da Fig. 4.4a é de um material homogéneo e isotrdpico, e esta submetido a
uma forca aplicada na extremidade livre, ora no seu plano (F;) ora perpendicular a
este (F2). A Tabela 4.3 contém a solucdo analitica para o deslocamento na dire¢éo

da forca aplicada usando a teoria de vigas de Timoshenko.

Tabela 4.3 Deslocamento na direcéo da forca aplicada, segundo a teoria
de vigas de Timoshenko.
F1 (N) F2 (N)

h (m) 0;3 0;003 0;3 0;003

sol. analitica 1;976 £ 1012 1,975 £ 10i2 1;001 £ 1012 7;408 £ 103"

* resultado com a constante de torcdo J = 0;090 £ 101’ m* (Oden e Rip-
perger, 1981)

O objetivo do exemplo € mostrar que a mudanca do carregamento de F;, para F»
provoca travamento de membrana, que se acentua quando a espessura h é reduzida
de 0;3 m para 0;003 m. Na analise © = 0 para remoc¢ao do efeito da curvatura
anticlastica e o carregamento é distribuido de maneira consistente com a interpolacéo

guadratica.

Com a aplicacdo de F; e a discretizacdo mostrada na Fig. 4.4b, o deslocamento
do no central da extremidade livre coincide com os correspondentes resultados da
Tabela 4.3 independentemente do valor de ®, desde que este ndo seja nulo para se
evitar singularidade. Neste problema especi..co, € possivel remover este parametro.
O travamento de membrana ndo ocorre, pois na juncdo da barra horizontal com
a vertical, onde os elementos sdo ndo coplanares, a rotacdo devido a fexdo é per-
pendicular a rotacdo normal (com rigidez arti..cial) ao plano dos elementos. As
interagdes dos deslocamentos de membrana e de fex&o, na mesma jungéo, n&o resul-
tam em travamento uma vez que sdo interagGes naturais, sem nenhuma infuéncia

de aproximacdo geométrica do modelamento. O carregamento solicita a estrutura
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-~ 10m ——

SN

(@

E=3,0x 10" N/m’

Ih

03m n=0,0
h (m) F.(N) F.(N)
0,3 1 0
0 1
0,003 10° 0
0 10°

Fig. 4.4 Portico: (a) geometria e carregamento; (b) discretizacdo com F;

(c) discretizagcdo com F».

preponderantemente a texdo, sendo [Kp] e [Ks] as parcelas mais signi..cativas do

elemento. Este fato explica o excelente resultado para a malha utilizada.

A aplicacédo de F, provoca fexdo da barra vertical e texo-torcdo da barra horizon-

tal.

O uso da discretizacdo indicada na Fig. 4.4c faz a tex&o das duas barras ser

modelada por [K] € apenas a tor¢édo da barra horizontal por [Ky] e [Ks]. O erro

cometido no deslocamento do n6 central da extremidade livre na direcao de F», ap0s

a completa remogédo de ®, é de j13;7% e j7;4% para aespessurah=0;3me



Fz=1H; h=0,3m

& G010

dezlocamento

&3 48108

1E-20 1E-16 1.E-12 1 E-08 1E-04 1.E+00 1.E+04 1.E+03

(&)

F.=10° N; h=0,003 m

B ARl 0 _‘\‘\}_

deslocamento

1.E-20 1.E17 1E14 1E11 1E-08 1E-05 1E-02 1E+01 1.E+04

(b)

Fig. 4.5 Sensibilidade da solugdo com relacéo ao parametro ®: (a) F; =1 N e
h=0;3m; (b) F,=10i® N e h=0;003 m.

h = 0;003 m, respectivamente. A precisdo do resultado deteriora quando se troca
F, por F, devido ao uso de [K,,] na Fex8o. Uma precaucéo deve, agora, ser tomada
se ® ndo for removido. A rotacdo oriunda da torcdo da barra horizontal acopla-
se, na juncdo das barras, com a rotagcdo normal (com rigidez arti..cial) ao plano
dos elementos da barra vertical. A Fig. 4.5 mostra os resultados para diferentes
valores de ® e h = 3 m. O travamento de membrana é evidente, ampli..cando-

se quando a espessura é reduzida para h = 0;003 m (Fig. 4.5b). O re..namento
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da malhando alivia o travamento, pois a geometria € modelada com exatiddo pelo
ASTG6S. Para ambas as espessuras, 0s resultados sdo insensiveis a ® < 10i°, devendo

este parametro ndo ser nulo para se evitar singularidade.
4.4 Painel Cilindrico

Este problema, mostrado na Fig. 4.6 e idealizado por Scordelis e Lo (1969), consiste

de um painel cilindrico

borda apoiada

>
em diafragma ~40
(=w=0) >/ E=4,32x10 N/m'

/ n=0

rgh= —90 N/m’ (na direcao z)

Fig. 4.6 Painel cilindrico sujeito ao peso proprio (por unidade de area da
superficie media), com um quarto discretizado numa malha

2£2.

homogéneo e isotropico sujeito ao peso préoprio (por unidade de area da superficie
média). As bordas curvas sdo apoiadas em diafragmas e as demais sao livres. A

existéncia de dupla simetria permite que se analise apenas um quarto do painel.

O deslocamento vertical do ponto A, normalizado em relagéo ao valor 0; 3024 m reco-
mendado por MacNeal e Harder (1985), é apresentado na Tabela 4.4. O re..namento
da malha tende a ser duplamente bené..co: reduz o elemento, implicando melhor
representacdo das variaveis quadraticamente aproximadas; faz a geometria poliédrica
da superficie discretizada aproximar-se da curva. Comparado com o TRI A6, o0s
resultados mostram que o AST6S é melhor em precisdo e convergéncia. Segundo

Belytschko et al. (1989), a estrutura presta-se pouco ao teste do travamento de
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membrana e quase nada ao de cisalnamento. A solucéo € insensivel a ® 1011,
independentemente da malha.
Tabela 4.4 Deslocamento vertical do ponto A, nor-

malizado em relacdo a 0; 3024 m.

Malha ASTG6S TRIAG

2£2 1;180 1,198
4£4 1,008 1;046

8£8 1;000 1,044

4.5 Casca Cilindrica

A casca cilindrica da Fig. 4.7 tem as bordas apoiadas em diafragmas e esta sujeita
a duas cargas concentradas F = 1 N, diametralmente opostas, equidistantes das
bordas. A existéncia de dupla simetria permite que apenas um oitavo da casca seja

analisado.

O deslocamento vertical do ponto A para h = 3 cm, normalizado em relacédo ao
valor 0;18248 £10i* m (Dvorkin e Bathe, 1984), é apresentado na Tabela 4.5. O
AST6S mostra-se mais rigido do que o TRIAG, possivelmente devido a travamento
de membrana. Belytschko et al. (1989) mostram que a estrutura presta-se tanto
ao teste do travamento de membrana quanto ao de cisalhamento, sendo este ultimo

mais severo.

Se existe travamento nesta solugdo com o AST6S, certamente ocorre por causa da
aproximacgdo poliedrica que é dada a superficie curva cilindrica. Com o objetivo
de isolar o possivel travamento de membrana, vamos usar o deslocamento \ertical
do ponto A determinado com a malha 16 £ 16 como referéncia, observando como a
solucéo varia para uma gradual reducdo do nimero de elementos na direcdo axial e

circunferencial.
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F E=3x10°N/cm’
e 300 cm —==— 300 cm — n=0,3
P Sim. A F=1N

h=3cm ou 0,3 cm

Sim. i v, v

emdiafragma
u=w=0)

borda apoiada 4 ]
F
Fig. 4.7 Casca cilindrica sujeita a duas cargas concentradas, diametralmente

opostas, com um oitavo discretizado numa malha 2 £ 2.

A casca cilindrica da Fig. 4.7 tem as bordas apoiadas em diafragmas e esta sujeita
a duas cargas concentradas F = 1 N, diametralmente opostas, equidistantes das
bordas. A existéncia de dupla simetria permite que apenas um oitavo da casca seja

analisado.

O deslocamento vertical do ponto A para h = 3 cm, normalizado em relacédo ao
valor 0;18248 £10i* m (Dvorkin e Bathe, 1984), ¢ apresentado na Tabela 4.5. O
AST6S mostra-se mais rigido do que o TRIAG, possivelmente devido a travamento
de membrana. Belytschko et al. (1989) mostram que a estrutura presta-se tanto
ao teste do travamento de membrana quanto ao de cisalhamento, sendo este Ultimo

mais severo.

Se existe travamento nesta solugdo com o AST6S, certamente ocorre por causa da
aproximacdo poliédrica que € dada a superficie curva cilindrica. Com o objetivo
de isolar o possivel travamento de membrana, vamos usar o deslocamento \ertical
do ponto A determinado com a malha 16 £ 16 como referéncia, observando como a
solucéo varia para uma gradual redu¢do do nimero de elementos na dire¢do axial e

circunferencial.
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Tabela 4.5 Deslocamento vertical do ponto A para h =3 cm,

normalizado em relacdo a 0;18248 £ 1074 m.

Malha ASTGES TRIAG
2£2 0; 105 0; 106
A£ 4 0; 648 0;672
8£8 0; 926 0;976

16 £16 0; 999 1,020

A Fig. 4.8 mostra os resultados obtidos comh =3 cm e h =0;3 cm, onde a
espessura menor é introduzida para ampli..car o efeito do possivel travamento. Nota-
se que a reducdo do numero de elementos na direcdo axial, cuja curvatura nula ndo
altera a coplanaridade entre elementos vizinhos, tem praticamente igual infuéncia
nos resultados para as duas espessuras. A precisao parece relacionar-se diretamente
com a discretiza¢do mais grosseira das equacdes de equilibrio. No entanto, a reducéo
do nimero de elementos na direcdo circunferencial, cuja curvatura faz aumentar a
ndo coplanaridade entre elementos vizinhos, enrijece a casca, tornando a de menor

espessura relativamente mais rigida. E o travamento de membrana!

W 44

1.200

1.000

0.500
0.600 H
0.400
0.200

redugdo n.® de elem. dir. axial

| redugdo n.” de elem. dir. circunt.
0.000 -

16x4

168

1616

ax16

416

—— h=3,0

0.850

0.954

1.000

0.943

0.655

——h=0,3

0.9349

0.9s52

1.000

0716

0121

Fig. 4.8 Deslocamento vertical do ponto A para diferentes malhas, normalizado

em relacdo ao deslocamento determinado com a malha 16 £ 16.
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Todos os resultados podem ser obtidos com ® 101,
4.6 Casca Cilindrica Laminada

Neste altimo exemplo, a casca cilindrica da Fig. 4.7 é considerada laminada cross-
ply (0, 90, 0)s, na qual as laminas sdo orientadas em relacéo a direcao axial. A casca
tem espessura h = 3 cm, dividida igualmente entre as seis laminas constituidas do

material (4.1), com os seguintes valores numéricos

E, = 2.1 £10° N/cm? Gyo = Gi3 = 4;2 £10* N/cm?
Gy = LL68£10* N/om?  ©,, = 0;25. (4.15)

A existéncia de dupla simetria permite que apenas um oitavo da cascas seja anal-
isado. O deslocamento vertical do ponto A, normalizado em relagdo a 1;4232£1014
m obtido pelo elemento QUAD4 (MSC/Nastran) é apresentado na Tabela 4.6. Os
resultados sdo excelentes. A comparacdo das Tabelas 4.5 e 4.6 supreende pelo fato
de a mudanca de material ter infuenciado tanto a performance do AST6S quanto
a do TRIAG.

Tabela 4.6 Deslocamento vertical do ponto A, normalizado

em relagdo a 1;4232 £ 1014 m.

Malha ASTGES TRIAG

2£2 0; 962 1:124
A£ 4 1,082 1;138
8£8 1;001 1: 049

16 £16 0;981 1,013
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Os testes numéricos idealizados na literatura para detectar a presenca de travamento
de cisalhamento em [Ky] +[Ks] s@o aplicados ao AST 6S por Sze et al. (1997) e Rosa
(1999), tendo o elemento jamais evidenciado esse tipo de travamento. No texto, 0s

Exemplos 1, 2, 3 e 5 corroboram tal a..rmativa.

No caso especi..co do estudo de placas, 0 AST6S é competitivo com os melhores
elementos triangulares de seis nés disponiveis na literatura. Uma vantagem a mais
apresentada pelo elemento, que poucos possuem, é a forma explicita de sua matriz

de rigidez. Fato decisivo na escolha e implementacéo do elemento por Alves (2002).

A aplicacdo do elemento a cascas mostra que o travamento de membrana pode
ocorrer como consequéncia da representacdo poliédrica da superficie curva. O efeito
de tal travamento é acentuado para estruturas mais ..nas, porém € minimizado com
o re..namento da malha. Em estruturas naturalmente poliédricas, representadas
no texto pelo pértico do Exemplo 3, o travamento, quando existe, é provocado

unicamente pela rigidez arti..cial.

Na forma como o elemento esta implementado, um mesmo fator ® associado a rigidez
arti..cial é utilizado em toda a malha. Isto signi..ca dizer que a necessidade de
adicdo dessa rigidez é nivelada pelo n6 mais carente. Acreditamos que o travamento
de membrana possa ser aliviado, melhorando a welocidade de convergéncia, se a
rigidez fosse diretamente adicionada a um no da seguinte forma: de..ne-se um plano
médio a partir dos planos dos elementos que ali chegam e, em seguida, adiciona-se
a rigidez arti..cial na direcdo da rotacdo normal a este plano, ap6s ponderar o fator

® conforme o grau de coplanaridade dos elementos.

Seria vantajoso o0 uso de um procedimento que evitasse a inversao de [Fm,] necessario

a linearizacdo da deformacéo de cisalhamento transversal.

71






REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Argyris, J. An excursion into large rotations, Comput. Methods Appl. Mech.
Eng., v. 32, p. 85-155, 1982.

Alves, E. C. Analise de sensibilidade e otimizacdo de estruturas submetidas
a vibracoes aleatorias, Sdo José dos Campos. (INPE). Dissertacdo (Doutora-
do em Engenharia e Tecnologia Espacial ) - Instituto Nacional de Pesquisas
Espaciais, 2002.

Babuska, I.; Oden,J. T.; Lee,J. K. Mixed-hybrid ..nite element approxima-
tions of second-order elliptic boundary-value problems, The Texas Insti-

tute of Computational Mechanics, Report 75-7, 1975.

Bathe, K. J.; Brezzi, F.; Cho, S. W. The MITC7 and MITC9 plate bending element,
Comput. Struct., v. 32, p. 797-814, 1989.

Belytschko, T. L.; Wong, B. L.; Stolarsky, H. Assumed strain stabilization procedure
for the 9 - node lagrange shell element, Int. J. Numer. Methods Eng., V.
28, p. 385 - 414, 1989.

Cheung, Y. K.; Chan, H. C. A family of rectangular bending elements, Comp.
Struct., v. 10, p. 613-619, 1979.

Cheung, Y. K.; Wong, P. M.; Chan, H. C. Generation of higher order subpara-
metric bending elements, Eng. Struct., v. 2, p. 2 - 8, 1980.

Chun, C. K.; Dong, S. B. Shear constitutive relations for laminated anisotropic shells
and plates — Part Il: Vibrations of composite cylinders, J. Appl. Mech ., v.59,
p. 380 - 389, 1992.

Cook, R. D. Further development of a three - node triangular shell element, Int.

J. Numer. Methods Eng., v. 36, p. 1413-1425, 1993.

73



Cook, R. D.; Malkus, D. S.; Plesha, M. E. Concepts and applications of ..nite
element analysis, New York: John Wiley, 1989.

Donea, J.; Lamain, L. G. A modi..ed representation of transverse shear in C° quadri-
lateral plate elements, Comput. Methods Appl. Mech. Eng., v. 63, p. 183-
207, 1987.

Dong, S. B.; Chun, C. K. Shear constitutive relations for laminated anisotropic shells

and plates — Part I: Methodology, J. Appl. Mech., v. 59, p. 372 — 379, 1992.

Dvorkin, E. N.; Bathe, K. J. A continuum mechanics based four - node shell element

for general nonlinear analysis, Eng. Comp., v. 1, p. 77 — 88, 1984.

Heppler, G. R.; Hansen, J. S. A Mindlin element for thick and deep shells, Comput.
Methods Appl. Mech. Eng., v. 54, p. 21 — 47, 1986.

Hughes, T. J. R.; Tezduyar, T. E. Finite elements based upon Mindlin plate theory
with particular reference to the four - node bilinear isoparametric element, J.
Appl. Mech., v. 48, p. 587 — 596, 1981.

Jones, R. M. Mechanics of composite materials. Philadelphia: Taylor and Fran-
cis, 1999.

Koziey, B. L.; Mirza, F. A. Consistent thick shell element, Comput. Struct., v.
65, p. 531 — 549, 1997.

MacNeal, R. H. Derivation of element sticness matrices by assumed strain distribu-
tions, Nuclear Eng. Des., v. 70, p. 3-12, 1982.

MacNeal, R. H. Finite elements: their design and performance, New York: Marcel
Dekker, 1994.

MacNeal, R. H.; Harder, R. L. A proposed standard set of problems to test ..nite
element accuracy, Finite Elem. Anal. Des., v. 1, p. 3-20, 1985.

74



Malkus, D. S.; Hughes, T. J. R. Mixed ..nite element methods — reduced and selec-
tive integration techniques: A uni..cation of concepts, Comput. Methods
Appl. Mech. Eng., v. 15, p. 63-81, 1978.

Mindlin, R. D. Infuence of rotatory inertia and shear on fexural motions of isotropic,

elastic plates, J. Appl. Mech., v. 18, p. 31-38, 1951.

MacNeal-Schwendler Corporation Software/NASTRAN for Windows, ver-

sdo 4.5.

Noor, A. K.; Burton, W. S., Assessment of shear deformation theories for multilay-

ered composite plates, Appl. Mech. Rev., v. 42, p. 1-13, 1989.

Noor, A. K.; Mathers, M. D. Finite element analysis of anisotropic plates, Int. J.
Numer. Methods Eng., v. 11, p. 289-307, 1977.

Noor, A. K.; Mathers, M. D. Shear-texible ..nite element models of lamina-

ted composite plates and shells, (NASA TN-D-8044, 1975).

Oden, J. T.; Ripperger, E. A. Mechanics of elastic structures. New York: Mac
Graw-Hill, 1981.

Oguamanam, D. C. D.; Hansen, J. S.; Heppler, G. R. The simplest plate bending
..nite elements, (preprint), 1998.

Prathap, G., The ..nite element method in structural mechanics. Dordrecht:

Kluwer Academic Publishers, 1993.

Reddy, J. N., An introduction to the ..nite element method. NewYork:
McGraw - Hill, 1993.

Reddy, J. N. A simple higher - order theory for laminated composite plates, J.
Appl. Mech., v. 51, p. 745-752, 1984.

Reddy, J. N., Mechanics of laminated composite plates — theory and anal-
ysis, Boca Raton: CRC Press, 1997.

75



Reissner, E. The erect of transverse shear deformation on the bending of elastic

plates, J. Appl. Mech., v. 67, p. 69-77, 1945.

Rosa, W. L. Elemento ..nito triangular C° para placas segundo a teoria de
Reissner-Mindlin. Sao José dos Campos. Trabalho de Graduacéo - Instituto

Tecnoldgico de Aeronautica, 1999.

Scordelis, A.C.; Lo, K. S. Computer analysis of cylindrical shells, J. Amer.
Concr. Inst., v. 61, p. 539 — 561, 1969.

Sydenstricker, R. M.; Landau, L. A study of some triangular discrete Reissner-Min-

dlin plate and shell elements, Comp. Struct., v.78, p. 21 — 33, 2000.

Sze, K.Y.; Zhu,D.; Chen, D.P. Quadratic triangular C° plate bending element,
Int. 3. Numer. Methods Eng., v. 40, p. 937 — 951, 1997.

Whitney, J. M. Shear correction factors for orthotropic laminates under static load,
J. Appl. Mech., v. 40, p. 302 - 304, 1973.

Zienkiewicz, O. C.; Taylor, R. L. The ..nite element method — Vol. 2: solid

and tuid mechanics, dynamics and non-linearity, London: McGraw-Hill, 1991.

Zienkiewicz, O. C.; Taylor, R. L.; Too, J. M. Reduced integration technique in general
analysis of plates and shells, Int. J. Numer. Methods. Eng., v. 3,
p. 275 - 290, 1971.

76



APENDICE A

O AST6S E AS PLACAS DE KIRCHHOFF

A medida que uma placa de Reissner-Mindlin torna-se ..na, °,,, °yz ¥ 0 resultando,

no limite,

ey (A1)

X 1

S|
SE

e x = j0°w=0x%, y = j@°w=0y? » = j20°w=@0x@y. As equagdes constitutivas
(2.14) mostram que uma distribui¢éo linear de momentos na teoria de placas de

Kirchho= relaciona-se com uma distribuigdo ctbica de w. Mostremos que f°,,g" =

be ¢ <2 =2 <2 =2 cénulo,eportanto f¢g = f0g, quando os graus de

liberdade nodais sdo prescritos de acordo com w cubicoe ,, , derivados de (A.1).

No caso mais geral,
— - 2 - -2 3 2~ -2 -3
W=ag+ap+a +azyp +ap +ag “+agp +amn +ag»y “+ ag (A.2)

e, de (A1) e (3.2,

- oWl GwE

X_I@X_l@»@x 1 0" @x
i - 2 - ,2¢ 1
= j a +2a3»+as +3ag»” +2ap» +ag =
2
— _@W _ _@W@» i ow@”
vy~ Yay " Ye»ay '@ oy
i - 2 - b Xg
XoY3
i - 2 - ,2¢ 1
i a2+a4))+2a5 + ar» +2a8)) +3a9 y_ (A3)
3
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Os graus de liberdade nodais, prescritos segundo (A.2) e (A.3), sdo

w1 = w(0;0) = ap

W2:W(l;0):a0+al+ag+36

wz; = w(0;1) =ay +a, +as +ag

11 g, a a3 a4 as ag a; ag

Wa = W(5; I I I R R

w0y ma B2 35, A

W5—W(0,2) a0+2+4+8

1 ap as as

= - = _—t — —

We = W(5;0) a0+ =+ + 3
_ — ai
x1 = x(0;0)=ix—2

_ 1
2= x(1,0) = ix—2(31+233+3as)

— 1
x3 = x(0;1) = j— (a1 +as+as)
X2

8
_ ~ 11 1 a4 3ag ay asg
= —)= j— atazt—+—+—+ —
. _ 1 1% a, a
= xO5)=i— aa+t—+—
2 X5 2 4
M |
- -, 1 3ag
x6 — X(E!O =ji— al+a3+T
— — X3 az
= 0,0 = —3; § —
yl y( ) X2y31ly3
_ _ X3 1
= 1;0) = a;+2a3+3a) 1 —(ap+a, +a
y2 = y(1;0) X2y3(1 3 6)Iy3(2 4+37)
_ _ X 1
y3= y(0;1) = —=(ay + a4 +as) j — (az + 2as + 3a)
X2Y3 Y3
vl 11
_ __(1_1)_ X3 4+ A 4+3a6 a; ag
ya yz’z_xzygu1 T2 T4 2 s
az ds 3ag
i atstast+t—+—>+—
3 2 42 4 -
_ __( 1)_ X3 ay dg } ua+a+ 9
y5 yOg) =, s 4‘”|y3 2 5 )
_ _ 1 X3 6 1 as ar
= - 0)=—— g t+az+— j— ar+—+—
y6 y(21 X2V 1 3 Iy3 2 5 A

A substituicdo desses valores em (3.37), (3.40) e (3.41) resulta ¥°\,g = f0g.
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